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　　摘　要：　为满足实际应用对窄带信号高精度微分及微分系统低常延迟的需求，本文提出平坦低延迟有限冲激响
应数字微分器的优化设计算法，在平坦性和相位误差约束下对最大幅值逼近误差进行最小化．利用线性方程通解表达
式来消除平坦约束，确保了微分器的平坦度要求．利用群延迟误差对相位误差重加权，降低了微分器的通带群延迟误
差．设计例子及与文献方法的比较，展现了本文方法的有效性和优越性．
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１　引言
　　数字微分器是用于计算信号微分的一种特殊数字
滤波器，在信号处理、系统控制及通信等领域得到广泛

应用［１～７］．传统设计方法之一，是对全频带上逼近误差
的Ｌｐ范数最小化，进而用数学规划或启发式算法求解．
例如，在ｍｉｎｉｍａｘ相对幅值误差（Ｌ

!

范数）准则下，线性

相位有限冲激响应（ＦｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＦＩＲ）微分
器的设计，可转化为线性规划问题，并用凸优化软件求

解最优微分器．传统方法得到的数字微分器，对全带微
分很有效．然而，这种微分器在整个频带上有较大的幅

值波动，易给微分信号带来不希望的幅值畸变．
通信与导航等应用中，需要求导的输入信号可能

在一个较窄的频带内［７］．如多普勒雷达中的多普勒跟
踪滤波器，就是对以频谱上不同位置为中心点的窄带

信号进行微分；机载多普勒导航系统，也是要对某个中

心频率周围的信号进行微分；水下导航及波束形成等

应用也有类似要求．这种情况下，全频带上最小化相对
幅值误差不是一个经济和高效的方法［７］．

为此，人们研究了在某些频率点上与理想滤波器

有相同幅值及其各阶导数的数字滤波器，称之为平坦

滤波器［８～１２］．这些频率点上的幅值及其导数值约束，统
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称为平坦约束．最大平坦数字微分器，就是在某些频率
点附近与期望微分器有相同的幅值响应及尽可能高阶

的幅值导数，完全由这些平坦约束确定的数字微分器．
通带上的约束频率称为中心频率，中心频率附近，幅值

响应非常平坦，微分精度很高［１２］．
另外，精确线性相位 ＦＩＲ数字微分器，虽不产生相

位畸变，但输出信号时延较大，影响实时应用．低延迟和
近似线性相位数字微分器［１３～１７］，则能较好满足实时应

用和低相位畸变的要求．低延迟最大平坦滤波器［１２］，通

过对频率响应及其高阶导数进行约束，可在中心频率

附近获得高度平坦的幅值响应和相位响应．但在平坦
区域之外幅值误差和相位误差快速增大，导致通带宽

度不能满足应用要求．
考虑到高精度微分、大带宽及常延迟等应用要求，

本文研究平坦性约束和相位误差约束下，数字微分器

的最大幅值误差最小化设计．结合最大平坦微分器与
全带微分器设计方法的优势，克服两者之不足，在满足

幅值响应平坦性及线性相位／常延迟要求的前提下，使
最大幅值误差尽可能小（带宽尽可能大）．通过降低平
坦度，在微分器系数空间释放一定的自由度，以减小最

大幅值误差和通带线性相位偏差，达到平坦度、最大幅

值误差（或带宽）和通带相位线性度的折衷．论文还通
过迭代重加权相位误差方法［１５，１８］，减小数字微分器的

最大群延迟误差，在通带上实现近似常延迟．

２　设计问题的数学描述
　　设数字微分器的冲激响应为｛ｈｎ，ｎ"

０，１，…，Ｎ－
１｝，频率响应为

Ｈ（ｅｊω，ｈ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈｎｅ

－ｊωｎ ＝Ｔ（ｅｊω）ｈ （１）

其中上标Ｔ表示转置，ω表示数字角频率，ｊ为虚数单
位，ｈ＝［ｈ０，ｈ１，…，ｈＮ－１］

Ｔ，（ｅｊω） "

［１，ｅ－ｊω，…，
ｅ－ｊ（Ｎ－１）ω］Ｔ．

数字微分器的理想频响为 ｊω．考虑到时延及带宽
等因素，期望频响取为

Ｄ（ｅｊω）＝
ｊωｅ－ｊωτ， ω∈Ωｐ
０， ω∈Ω{

ｓ

（２）

其中，τ#０为期望群延迟，Ωｐ"［ωｐ１，ωｐ２］为通带（ωｐ２$
π），Ωｓ为阻带．当ωｐ１"０时，称微分器为低通的；当 ωｐ１#
０时，称微分器为带通的．对低通微分器，Ωｓ"［ωｓ２，π］或
空集，其中ωｓ２#ωｐ２．对带通微分器，Ωｓ"［０，ωｓ１］或［ωｓ２，
π］或［０，ωｓ１］!［ωｓ２，π］或空集，其中ωｓ１$ωｐ１、ωｓ２#ωｐ２．

微分器设计，是指选择 ｈ使频响 Ｈ（ｅｊω，ｈ）逼近
Ｄ（ｅｊω）．令

珚Ｄ（ω）＝（ｊω）－１ｅｊωτＤ（ｅｊω）＝
１， ω∈Ωｐ
０， ω∈Ω{

ｓ

（３）

珚Ｈ（ｅｊω，ｈ）＝（ｊω）－１ｅｊωτＨ（ｅｊω，ｈ）＝珚Ｔ（ｅｊω）ｈ （４）
其中珚（ｅｊω）"（ｊω）－１ｅｊω（ｅｊω），则问题等价为：选择 ｈ
使珚Ｈ（ｅｊω，ｈ）逼近珚Ｄ（ω）．逼近误差包括幅值误差Ｅｍ（ω，
ｈ）、相位误差Ｅｐ（ω，ｈ）和群延迟误差Ｅｇ（ω，ｈ）：
　　　Ｅｍ（ω，ｈ）＝ Ｈ（ｅ

ｊω，ｈ） － Ｄ（ｅｊω）
＝ω 珚Ｈ（ｅｊω，ｈ） －珚Ｄ（ω[ ]） （５）

Ｅｐ（ω，ｈ）＝∠Ｈ（ｅ
ｊω，ｈ）－∠Ｄ（ω）＝∠珚Ｈ（ｅｊω，ｈ） （６）

Ｅｇ（ω，ｈ）＝
ｄ
ｄω
Ｅｐ（ω，ｈ）＝

ｄ
ｄω∠

珚Ｈ（ｅｊω，ｈ） （７）

为在某些频率点附近得到精确微分，可在这些频

率点上令微分器的频响Ｈ（ｅｊω，ｈ）及其各阶导数严格等
于Ｄ（ｅｊω）及其各阶导数，使 Ｈ（ｅｊω，ｈ）具有与 Ｄ（ｅｊω）类
似的平坦性［１１，１６］．设平坦约束频率集为珚Ωｆ"｛珚ω１，珚ω２，…，
珚ωＬ｝，其中０"珚ω１$珚ω２$…$

珚ωＬ"π．频率点 珚ωｌ上的平坦约
束为

ｄｎＨ（ｅｊ珚ωｌ，ｈ）
ｄωｎ

＝ｄ
ｎＤ（ｅｊ珚ωｌ）
ｄωｎ

，　ｎ＝０，１，…，Ｎｌ （８）

其中Ｎｌ≥－１为频率点珚ωｌ上的平坦度，Ｎｌ"－１表示在
珚ωｌ上无平坦约束．

将式（１）和式（２）代入式（８），可得平坦约束为：
Ｒｅ［ψ（ｎ）"（珚ωｌ）］

Ｔｈ＝ｇＲ（珚ωｌ，ｎ）Ｉ（珚ωｌ∈Ωｐ） （９）
Ｉｍ［ψ（ｎ）"（珚ωｌ）］

Ｔｈ＝ｇＩ（珚ωｌ，ｎ）Ｉ（珚ωｌ∈Ωｐ）（１０）
其中符号“

"

”表示按元素乘运算，

ψ（ｎ）＝［０ｎ，１ｎ，…，（Ｎ－１）ｎ］Ｔ （１１）
ｇＲ（珚ωｌ，ｎ）＝τ

ｎ－１［珚ωｌτｓｉｎ（珚ωｌτ）＋ｎｃｏｓ（珚ωｌτ）］（１２）
ｇＩ（珚ωｌ，ｎ）＝τ

ｎ－１［珚ωｌτｃｏｓ（珚ωｌτ）－ｎｓｉｎ（珚ωｌτ）］（１３）

Ｉ（珚ωｌ∈Ωｐ）＝
１， 珚ωｌ∈Ωｐ
０， 珚ωｌΩ{

ｐ

（１４）

ｎ
"

０，１，
#

，Ｎｌ；ｌ"１，#，Ｌ．
需要指出，当珚ωｌ"０和π时，式（１０）是个恒等式，不

构成约束．设删除这些恒等式后，共有 Ｍ个等式约束，
其中Ｍ

"

（Ｎ１＋１）＋２（Ｎ２＋１）＋…＋２（ＮＬ－１＋１）＋（ＮＬ
＋１）

"

Ｎ１＋２（Ｎ２＋… ＋ＮＬ－１）＋ＮＬ＋２Ｌ－２，０≤Ｍ≤Ｎ．
把这Ｍ个等式约束合并在一起，写成Ａｆｈ"ｂｆ，其中Ａｆ%
ＲＭ×Ｎ是行满秩矩阵，ｂｆ%Ｒ

Ｍ是向量．则低延迟平坦 ＦＩＲ
微分器的设计问题描述为

ｍｉｎ
ｈ
ｍａｘ
ω∈Ωｐ∪Ωｓ

Ｗｍ（ω）Ｅｍ（ω，ｈ） （１５）

ｓ．ｔ．Ｗｐ（ω）Ｅｐ（ω，ｈ）≤γ０，　ω∈Ωｐ （１６）
Ａｆｈ＝ｂｆ （１７）

其中，Ｗｍ（ω）#０和Ｗｐ（ω）#０分别是幅值误差和相位误
差权函数，

&０#０是加权相位误差的上界．通常，通带上
取Ｗｍ（ω）"

｜Ｄ（ｅｊω）｜－１
"

１／ω，阻带上取Ｗｍ（ω）"常值．
称式（１５）～（１７）描述的设计，为平坦 ＦＩＲ微分器

的相位误差约束ｍｉｎｉｍａｘ设计．微分器的平坦度Ｎ１，Ｎ２，
…，ＮＬ，需根据具体应用对微分器长度、微分精度及带

８７４
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宽等要求进行设置．对给定长度的微分器，中心频率点
附近微分精度越高，在该频率点需要越高的平坦度，但

可能导致最大幅值误差越大．
当Ｍ

"

Ｎ１＋２（Ｎ２＋…＋ＮＬ－１）＋ＮＬ＋２Ｌ－２"Ｎ时，
由式（１７）可得ｈ

"

Ａｆ－１ｂｆ．如果ｈ满足式（１６），则它是一
个最大平坦数字微分器，通常带宽较窄（最大幅值误差

较大）．若最大幅值误差未达要求，可降低平坦度 Ｎ１，
Ｎ２，…，ＮＬ以减小Ｍ，在满足式（１６）的同时获得较小的
最大幅值误差．当平坦度降低到Ｎ１"Ｎ２"…"

ＮＬ"－１时，
平坦约束完全消失，这时设计问题退化为普通的相位

误差约束ｍｉｎｉｍａｘ问题．

３　设计问题的求解算法
　　结合式（３）和（５），并注意到通带上 Ｗｍ（ω）"１／ω，
阻带上Ｗｍ（ω）"常值Ｗｓ，式（１５）可等价表述为

ｍｉｎ
δ，ｈ
δ （１８）

ｓ．ｔ． 珚Ｈ（ｅｊω，ｈ） －１≤δ，ω∈Ωｐ （１９）
Ｗｓ Ｈ（ｅ

ｊω，ｈ）≤δ，ω∈Ωｓ （２０）
对给定的δ，任意ω%Ωｐ上的约束式（１９）是珚Ｈ（ｅ

ｊω，ｈ）复
平面上中心在原点、外圆和内圆半径为１

'δ的圆环，约
束域是非凸的．结合式（１６）后，约束域是非凸的环带扇
形．文献［１６］将该环带扇形的内圆弧用其外切线替换，
得到改进的环带扇形，它是原环带扇形的最大内接凸

区域．
令γ（ω）"Ｗ－１

ｐ （ω）γ０，并注意式（６），相位误差约束
式（１６）可重写为｜

(

珚Ｈ（ｅｊω，ｈ）｜≤γ（ω）．当 γ（ω）≤π／２
时，等价于－ｔａｎγ（ω）≤ｔａｎ(珚Ｈ（ｅｊω，ｈ）≤ｔａｎγ（ω）．基
于此，并应用文献［１６］的改进环带扇形，问题式（１５）～
（１７）可近似转化为：

ｍｉｎ
δ，ｈ
δ （２１）

ｓ．ｔ．珚Ｈ（ｅｊω，ｈ）≤１＋δ，ω∈Ωｐ （２２）
Ｒｅ珚Ｈ（ｅｊω，ｈ[ ]） －１≤δ，ω∈Ωｐ （２３）
Ｗｓ Ｈ（ｅ

ｊω，ｈ）≤δ，ω∈Ωｓ （２４）
Ｉｍ［ｅ－ｊγ（ω）珚（ｅｊω）］Ｔｈ≤０，ω∈Ωｐ （２５）
－Ｉｍ［ｅｊγ（ω）珚（ｅｊω）］Ｔｈ≤０，ω∈Ωｐ （２６）

Ａｆｈ＝ｂｆ （２７）
文献［１６］应用文献［１９］中的 ＣＰＣＬＳＧＩ程序直接

求解上述问题．但由于该程序将等式约束式（２７）转化
为不等式约束，容易导致数值不稳定及平坦约束不能

得到满足．本文利用式（２７）的通解来消除等式约束，确
保微分器的平坦性．

由式（９）、（１０）易知，矩阵 Ａｆ的任意 Ｍ列线性无
关．把Ａｆ分解为 Ａｆ"［Ａｆ１，Ａｆ２］，其中 Ａｆ１%Ｒ

Ｍ×Ｍ，则 Ａｆ１
可逆．把 ｈ相应分解为 ｈ

"

［ｘＴ，ｙＴ］Ｔ，其中 ｘ
%

ＲＭ，ｙ
%

ＲＮ－Ｍ，则由式（２７）可得

ｘ＝Ａ－１ｆ１ｂｆ－Ａ
－１
ｆ１Ａｆ２ｙ （２８）

从而满足等式约束（２７）的通解ｈ可表达为
ｈ＝ｈ０＋Ｆｙ （２９）

ｈ０＝
Ａ－１ｆ１ｂｆ[ ]０

，　Ｆ＝
－Ａ－１ｆ１Ａｆ２
ＥＮ－[ ]

Ｍ

（３０）

其中ＥＮ－Ｍ是Ｎ－Ｍ阶单位矩阵．
注意到式（４），并用式（２９）消除式（２７）的等式约

束，问题式（２１）～（２７）等价转化为
ｍｉｎ
δ，ｙ
δ （３１）

ｓ．ｔ．珚Ｔ（ｅｊω）（Ｆｙ＋ｈ０）≤１＋δ，ω∈Ωｐ （３２）
Ｒｅ珚Ｔ（ｅｊω）（Ｆｙ＋ｈ０）－１≤δ，ω∈Ωｐ （３３）
Ｗｓ 珚

Ｔ（ｅｊω）（Ｆｙ＋ｈ０）≤δ，ω∈Ωｓ （３４）
Ｉｍ［ｅ－ｊγ（ω）珚Ｔ（ｅｊω）］（Ｆｙ＋ｈ０）≤０，ω∈Ωｐ （３５）
－Ｉｍ［ｅｊγ（ω）珚（ｅｊω）］Ｔ（Ｆｙ＋ｈ０）≤０，ω∈Ωｐ（３６）
对给定的 δ，式（３２）、（３４）都是圆约束，式（３３）等

价于两个线性约束，式（３５）、（３６）也是线性约束．因此
问题式（３１）～（３６）是二阶锥规划问题，可用 ＣＰＣＬＳＧＩ
程序［１９］进行求解．

当Ｗｐ（ω）"１时，即如文献［１６］那样取 γ（ω）"γ０，
求解问题式（２１）～（２７）得到的相位误差 Ｅｐ（ω，ｈ），在
通带Ωｐ"［ωｐ１，ωｐ２］上除平坦约束频率点附近外是等纹
波的．但带边附近的群延迟误差，通常要比其它频率点
大很多，导致最大群延迟误差较大．

为此，本文像文献［１５，１８］那样对相位误差 Ｅｐ（ω，
ｈ）进行重加权，即用群延迟误差的修改包络线 Ｅ^ｇ（ω，
ｈ（ｋ））按照累乘规则

Ｗｐ（ω）＝Ｗｐ（ω） Ｅ^ｇ（ω，ｈ
（ｋ）

槡
） （３７）

更新Ｗｐ（ω），对相位误差重新加权后再求解问题式
（２１）～（２７）．如此反复迭代，直至群延迟误差不再变
化．得到的通带群延迟，除平坦约束频率点附近外，近似
等纹波，通带最大群延迟误差将比Ｗｐ（ω）"１时小很多．

根据以上讨论，本文的低延迟平坦ＦＩＲ数字微分器
迭代重加权相位误差约束ｍｉｎｉｍａｘ设计算法如下所示．

低延迟平坦ＦＩＲ数字微分器优化设计算法

输入：微分器阶数Ｎ、通带Ωｐ、阻带 Ωｓ、平坦约束频率集 Ω
－

ｆ"｛珚ω１，珚ω２，
…，珚ωＬ｝、平坦度Ｎｆ"｛Ｎ１，Ｎ２，…，ＮＬ｝、期望群延迟τ、相位误差上
界γ０．

输出：微分器冲激响应向量ｈ．
（１）计算Ｍ

"

Ｎ１＋２（Ｎ２＋… ＋ＮＬ－１）＋ＮＬ＋２Ｌ－２．按式（９）、（１０）计
算平坦约束的系数向量及右端常数，并组成约束系数矩阵 Ａｆ及右
边常数向量ｂｆ．按式（３０）计算向量 ｈ０及矩阵 Ｆ．若 Ｍ"

Ｎ，终止程
序，返回最大平坦微分器ｈ

"

ｈ０．
（２）取初始相位误差权函数Ｗｐ（ω）"１，初始迭代次数ｋ"１．
（３）令γ（ω）"Ｗ－１

ｐ （ω）γ０，计算珚（ｅ
ｊω），用 ＣＰＣＬＳＧＩ程序求解问题式

９７４
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（３１）～（３６），其解记为ｙ（ｋ）．令ｈ（ｋ）
"

Ｆｙ（ｋ）＋ｈ０．
（４）计算微分器ｈ（ｋ）的群延迟 ｇ（ω，ｈ（ｋ））和通带群延迟误差 Ｅｇ（ω，
ｈ（ｋ））．计算｜Ｅｇ（ω，ｈ

（ｋ））｜的修改包络线，记为 Ｅ^ｇ（ω，ｈ
（ｋ））．

（５）若ｋ
$

ｋｍａｘ（预设最大迭代次数），按式（３７）更新相位误差权函数
Ｗｐ（ω），令ｋ"ｋ＋１，返回（３）；否则，结束算法，返回 ｈ"ｈ

（ｋ）．

４　设计例子
　　本节通过带通和低通微分器的设计例子，展示本
文算法的有效性．设计时，将频率区间［０，π］离散化为
频率点集｛ωｋ"ｋπ／１０００：ｋ"０，１，…，１０００｝．

例１　长度Ｎ
"

４５、通带Ωｐ"［０．６π，０．７π］、阻带Ωｓ
"

［０，０．４π］!［０．９π，π］、通带群延迟 τ"２０５的平坦带
通微分器，在ω"

０、０．６５π和 π处分别施加 Ｎ１、Ｎ２和 Ｎ３
阶平坦约束．

用无重加权的本文算法（ｋｍａｘ"１）设计了 Ｎ２"４，Ｎ１"
Ｎ３"１，３，５，７以及Ｎ１"Ｎ３"２，Ｎ２"３，４，５，６的８个微分器，
通带相位误差上界γ０"０．００１．通带最大相对幅值误差、
阻带最大幅值误差、通带最大相位误差及通带最大群

延迟误差列于表１．图１是其中４个微分器的幅频响应
曲线、幅值误差曲线、通带相位误差曲线和通带群延迟

曲线．本文的幅值误差，通带上指相对幅值误差，阻带上
指绝对幅值误差．可以看到，在通带中心频率附近一个
较宽范围内，幅值响应曲线是线性的，幅值误差、相位误

差及群延迟等响应曲线是平坦的．随平坦度增加，平坦
约束频率点附近平坦性增强，但最大幅值误差增大．通
带较宽时，平坦性与最大逼近误差是一对矛盾，即平坦

性增强可能导致最大逼近误差增大，降低平坦度可减

小最大逼近误差．本文正是利用这种关系，牺牲平坦度
来换取通带最大误差的减小．

表１　例１中不同平坦度的ＦＩＲ带通微分器的逼近误差

Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３
通带最大相

对幅值误差

阻带最大

幅值误差

通带最大相

位误差

通带最大群

延迟误差

１，４，１ ０．０００３８３１ ０．０００３８３６ ０．００１ ０．０１６２０

３，４，３ ０．０００７０１２ ０．０００７０１７ ０．００１ ０．０１６７８

５，４，５ ０．００１６５８ ０．００１６５９ ０．００１ ０．０１９４３

７，４，７ ０．００３２６９ ０．００３２６９ ０．００１ ０．０２５０５

２，３，２ ０．０００２７３３ ０．０００２７３３ ０．００１ ０．０２２０３

２，４，２ ０．０００３８７８ ０．０００３８８３ ０．００１ ０．０１６３８

２，５，２ ０．０００４４７４ ０．０００４４７９ ０．００１ ０．０４０９２

２，６，２ ０．０００５３８０ ０．０００５３８４ ０．０００８８７ ０．０３６０６

　　还设计了ω"

０．６５π处有６阶平坦约束、ω"

０和 ω
"π处没有平坦约束的带通微分器，得到的通带最大相
对幅值误差、阻带最大幅值误差、通带最大相位误差和

最大群延迟误差分别等于５．１２３×１０－４、５．１２７×１０－４、
８．６４４×１０－４及３．５０８×１０－２．文献［１２］设计了与本例有

类似性能要求，即期望群延迟为２０．５、通带中心频率为
０．６５π的最大平坦带通微分器，微分器长度Ｎ"

４６比本
文微分器长度大１．图２给出了本文结果与文献［１２］的
比较．从图２可看到，本文算法设计的微分器，其通带和
阻带明显比文献［１２］的微分器宽，阻带最大幅值误差
和通带［０．６π，０．７π］上的最大群延迟误差也明显比文
献［１２］的微分器小．

需要指出，文献［１２］的最大平坦微分器，阻带是通
过在ω"

０和ω"π处施加平坦约束获得的．本文的微分
器，阻带是显式定义的．在 ω"

０和 ω"π处不施加或者
施加少量平坦约束，用释放的自由度换取通带和阻带

最大幅值误差的减小，或者等价地，换取了通带和阻带

宽度的增加．
例２　长度 Ｎ

"

３９、通带 Ωｐ"［０，０．６π］、阻带 Ωｓ"
［０．８π，π］、通带群延迟τ"１４的平坦低通微分器，在 ω
"

０处施加Ｎ１"３阶平坦约束，ω"

０．４π处施加Ｎ２阶平坦
约束，通带相位误差上界γ０"００００１．

设计了Ｎ２从 －１到８的１０个微分器，其中 Ｎ２"－１
表示在ω"０４π不施加平坦约束．表２列出了本文算法

０８４
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表２　例２中不同阶平坦约束ＦＩＲ数字微分器的性能比较

［Ｎ１，Ｎ２］

本文算法第１次迭代 本文算法第５０次迭代

通带最大相

对幅值误差

通带最大群

延迟误差

通带最大相

对幅值误差

通带最大群

延迟误差

［３，－１］ ０．００１９０２ ０．０１８７７ ０．００２１７７ ０．００３２２７

［３，０］ ０．００２０３３ ０．０１８８０ ０．００２３７７ ０．００２３９６

［３，１］ ０．００２１６５ ０．０１８７０ ０．００２４８６ ０．００２４５２

［３，２］ ０．００２７９１ ０．０１８５９ ０．００３２６５ ０．００２０９７

［３，３］ ０．００３１０７ ０．０１８７３ ０．００３６５３ ０．００２２０９

［３，４］ ０．００４７０７ ０．０１８５８ ０．００５６７３ ０．００２３０５

［３，５］ ０．００７３２４ ０．０１７５５ ０．００８９４４ ０．００２１１８

［３，６］ ０．００８２２５ ０．０１８０２ ０．０１２２８ ０．００２３０５

［３，７］ ０．０１２４２ ０．０１５８１ ０．０１４４７ ０．００２０２５

［３，８］ ０．０１４１８ ０．０１５２７ ０．０１８６８ ０．００１８４３

第１次和第５０次迭代得到的通带最大相对幅值误差及
最大群延迟误差．通带最大相位误差等于预设值 γ０"
００００１，阻带最大幅值误差与通带最大相对幅值误差相
等，未在表２列出．总体上，最大幅值误差随Ｎ２增大而变
大，最大群延迟误差则随Ｎ２增大略有减小．究其原因，Ｎ２
增大意味平坦约束增多，微分器系数的自由度减少，取值

空间变小，从而最大幅值误差增大．但同时，Ｎ２增大又使
通带的平坦度增加，有可能减小最大群延迟误差．

图３给出了Ｎ２"１，３，５，７时，微分器的幅频响应、幅
值误差、通带相位误差及通带群延迟等曲线．由图可明
显看到，微分器在 ω"

０．４π处的平坦性随 Ｎ２增大而增
强；除平坦约束频率附近区域外，通带／阻带幅值误差
和通带相位误差等波纹，通带群延迟近似等波纹．

例３　４８阶低通微分器，通带和阻带以及通带相位
误差上界同例２，期望通带群延迟 τ"１９，在 ω"

０、０．４π
和π处分别施加 Ｎ１"３、Ｎ２"４、Ｎ３"６阶平坦约束．图４
示出了所得微分器的幅频响应、幅值误差、相位误差及

群延迟等曲线．幅值误差、相位误差和群延迟，都在 ω"

０和ω"

０４π附近有很好的平坦性．幅值误差还在 ω"

π附近有很好的平坦性．
为比较，图４还示出了文献［１６］对该微分器的设

计结果．文献［１６］和本文设计的微分器平坦性是一样
的，但文献［１６］设计的微分器，通带群延迟波动大，通
带边缘的群延迟与期望值１９的偏差比其它地方大很
多，最大偏差为００２０９２．本文设计的微分器，通带最大
群延迟误差为０００２０１９，只有文献［１６］的１／１０．可见，
本文方法更适合低常延迟微分器的设计．不过，本文微

１８４
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分器在幅值误差上有所牺牲，比文献［１６］大１／４左右，
这归因于迭代重加权相位误差机制．文献［１６］没有对
相位误差重加权，带边群延迟误差很大．本文对相位误
差进行了重加权，大幅度减小了最大群延迟误差，但由

于带边的相位误差约束变紧，解空间变小，导致幅值误

差增加．

５　结论
　　提出的设计方法，不仅能保证数字微分器在指定
频率点的平坦性，也能保证通带最大线性相位偏差不

超过给定值，还能最小化通带最大相对幅值误差和阻

带最大幅值误差，并可通过迭代重加权大幅度减小最

大群延迟误差，在微分器的平坦度、通带宽度和相位线

性度之间得到了很好的折衷，实用性很强．
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